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1ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню крайових задач на нелiнiйних
нескiнченновимiрних многовидах. З’ясовано технiчнi умови на рiманiв много-
вид, за яких стає можливим встановити коректнiсть певного класу задач Дiрiхле
для рiвнянь з лапласiаном за мiрою. Запропоновано метод дифеоморфiзмiв як
спосiб розширення класу коректних крайових задач.
Актуальнiсть теми.
Дослiдження крайових задач з нескiнченновимiрним аргументом є однiєю з
найважливiших задач функцiонального аналiзу. Предметом дослiдження фун-
кцiонального аналiзу є нескiнченновимiрнi топологiчнi векторнi простори, їх
вiдображення та пов’язанi об’єкти. Iсторично функцiональний аналiз завдя-
чує своїм виникненням як напрямку дослiдженню перетворення Фур’є, ди-
ференцiальних i iнтегральних рiвнянь. Однак, у другiй половинi XX столiття
функцiональний аналiз поповнився такою низкою роздiлiв, отриманих шляхом
узагальнення класичної скiнченновимiрної теорiї на нескiнченновимiрний ви-
падок, що, словами А. Г. Костюченка в передмовi редактора перекладу книги
Н. Данфорда i Дж. Т. Шварца 1962 року, “Функцiональний аналiз за останнi
два десятилiття настiльки розрiсся, настiльки широко i глибоко проник майже в
усi областi математики, що зараз навiть складно визначити власне предмет цiєї
дисциплiни”.
Потреба в такому узагальненнi виникла природнiм чином у зв’язку з роз-
витком математичної фiзики; крайовi задачi — актуальне питання цiєї науки, а
отже, розвиток методiв побудови та аналiзу крайових задач в нескiнченновимiр-
них просторах та на нескiнченновимiрних многовидах є одним з перспективних
напрямiв розвитку сучасної математики.
Найбiльш плiдними пiдходами до розгляду крайових задач в нескiнченнови-
мiрних просторах виявились iмовiрнiснi методи, варiацiйний пiдхiд та метод
потенцiалiв, побудований на основi теорiї диференцiйовних мiр.
В скiнченновимiрному випадку задача Дiрiхле з (параболiчним) диференцi-
альним оператором з iмовiрнiсної точки зору вперше достатньо повно була
розглянута Дж.Л. Дубом (1955). Однак, використанi методи дослiдження не
можуть бути розповсюдженими на нескiнченновимiрний випадок за рахунок
вiдсутностi нескiнченновимiрних аналогiв використаних в роботi теорем iсну-
вання i єдиностi розв’язкiв крайових задач iз теорiї диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними. Л. Гросс (1967) першим використав iмовiрнiсний пiд-
хiд в нескiнченновимiрному випадку; бiльш точно, була дослiджена перша кра-
йова задача для елiптичних рiвнянь на абстрактному вiнеровському просторi.
До бiльш пiзнiх робiт, в яких дослiджено крайовi задачi в нескiнченновимiр-
них просторах з iмовiрнiсної точки зору, вiдноситься низка робiт 1970-х рокiв
М.М. Фролова (1970, 1972, 1973) i робота А.Ю. Хреннiкова (1983).
Варiацiйний пiдхiд до дослiдження задачi Дiрiхле в нескiнченновимiрних
2просторах використовується, наприклад, в роботi М.М. Фролова (1978). Ме-
тод потенцiалiв — в роботi А.А. Беляєва (1982).
Всi наведенi роботи розглядають випадок нескiнченновимiрних просторiв.
Наскiльки вiдомо автору, крайовi задачi на нескiнченновимiрних многовидах
ранiше дослiджено не було.
В дисертацiйнiй роботi узагальнено на випадок нескiнченновимiрних много-
видiв запропонований Ю.В. Богданським (2011) пiдхiд до побудови оператора
Лапласа “в 𝐿2-версiї” та задачi Дiрiхле на його основi. Прослiджуються зв’язки
наведених дослiджень з проблемами теорiї випадкових процесiв: див. роботу
К. В. Ральченка i Г.М. Шевченка (2019).
В дисертацiйнiй роботi використовується апарат поверхневого iнтегрування.
Однiєю з перших робiт, в якiй було розпочато дослiдження поверхневих мiр
в нескiнченновимiрному просторi, є класична робота А. В. Скорохода (1975).
Цiй тематицi було присвячено великий цикл робiт О. В. Угланова, який розро-
бив побудову поверхневих мiр на поверхнях скiнченної корозмiрностi в нескiн-
ченновимiрних просторах. Але цей пiдхiд технiчно складний. Iнший варiант
— пiдхiд В. I. Богачова i О. В. Пугачова. Вiн ґрунтується на методi Малляве-
на i є також технiчно обтяжливим. Ю.В. Богданським (2011) було запропо-
новано iнший пiдхiд до побудови асоцiйованої мiри для замкненої поверхнi
корозмiрностi 1, вкладеної в гiльбертiв простiр. Вказаний пiдхiд до побудови
поверхневої мiри на поверхнi в банаховому многовидi вперше розглядається
в роботi Ю.В. Богданського (2012). Узагальнення побудови асоцiйованої мiри
на випадок замкненої поверхнi довiльної скiнченної корозмiрностi, вкладеної в
банахiв многовид, а також дослiдження властивостi транзитивностi отриманої
конструкцiї виконано в роботах Ю.В. Богданського у спiвавторствi з ученицею
Богданського К. В. Моравецькою (2017).
В дисертацiйнiй роботi використовується аналог поверхневої мiри, запропо-
нованої Ю.В. Богданським (2011), для випадку рiманового многовиду.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiйна
робота виконана на кафедрi математичних методiв системного аналiзу Iнсти-
туту прикладного системного аналiзу Нацiонального технiчного унiверситету
України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського” в рамках
iнiцiативної теми “Застосування математичних методiв в дослiдженнi iнтеграль-
них характеристик детермiнованих та стохастичних складних систем” (номер
державної реєстрацiї 0118U003669).
Мета i завдання дослiдження. Завдання дисертацiйної роботи — дослiдже-
ння конструкцiї лапласiана в так званiй 𝐿2-версiї на нескiнченновимiрних рi-
манових многовидах; дослiдження класу коректних крайових задач в областi
на нескiнченновимiрних рiманових многовидах (задач, якi мають, i при тому
єдиний, розв’язок). Основна мета роботи — дослiдження методiв розширення
класу коректних крайових задач в 𝐿2-версiї на нескiнченновимiрних рiманових
многовидах.
3Об’єктом дослiдження є елiптичнi рiвняння з лапласiаном в 𝐿2-версiї на
рiвномiрних рiманових многовидах.
Предметом дослiдження є коректнiсть елiптичних рiвнянь з лапласiаном в
𝐿2-версiї на рiвномiрних рiманових многовидах, перетворення задачi Дiрiхле
спецiального типу при дифеоморфному вiдображеннi мiж рiвномiрними рiма-
новими многовидами.
Методи дослiдження. В роботi використовувались методи математичного
i функцiонального аналiзу, диференцiальної геометрiї, теорiї мiри i iнтеграла,
елементи теорiї матриць.
Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати дисертацiйної
роботи, якi визначають її наукову новизну та виносяться на захист, наступнi:
∙ Побудовано нетривiальнi приклади певного класу нескiнченновимiр-
них рiманових многовидiв, надiлених рiвномiрним атласом. Дослiджено
зв’язок внутрiшньої метрики з вихiдною топологiєю.
∙ Запропоновано 𝐿2-версiю лапласiана за мiрою на (нескiнченновимiрному)
рiмановому многовидi.
∙ З’ясовано технiчнi умови на рiманiв многовид, за яких стає можливим
встановити коректнiсть (iснування та єдинiсть розв’язку) певного класу
задач Дiрiхле для рiвнянь з лапласiаном за мiрою.
∙ Наведено нетривiальний модельний приклад рiманового многовиду, що
задовольняє усi технiчнi умови, використанi при побудовi лапласiана та
доведеннi коректностi задач Дiрiхле.
∙ Запропоновано метод дифеоморфiзмiв як спосiб розширення класу коре-
ктних крайових задач.
Практичне значення одержаних результатiв. Робота має теоретичний хара-
ктер. Результати можуть бути використанi у подальших дослiдженнях крайових
задач в гiльбертових просторах та на рiманових многовидах.
Особистий внесок здобувача. Постановка задачi, визначення напрямку та
плану дослiдження належить науковому керiвнику здобувача доктору фiз.-мат.
наук, професору Ю.В. Богданському. За результатами дисертацiї автором опу-
блiковано п’ять робiт, двi з них у спiвавторствi з науковим керiвником. У спiль-
них роботах особистi внески спiваторiв є рiвноцiнними.
Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи допо-
вiдались та обговорювалися на наукових конференцiях та семiнарах:
∙ XIV Всеукраїнська науково-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв
та молодих вчених “Теоретичнi i прикладнi проблеми фiзики, математики
та iнформатики”, м. Київ, 26-27.05.16.
4∙ III Мiжнародна конференцiя “Зимовi науковi читання”, м. Київ, 31.01.18.
∙ 4th International Conference on memory of corresponding member of National
Academy of Ukraine Valery Sergeevich Melnik, м. Київ, 04-06.04.18.
∙ Науковий семiнар “Алгебра i аналiз” кафедри математичних методiв си-
стемного аналiзу, Iнститут прикладного системного аналiзу, Нацiональний
технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi
Iгоря Сiкорського”, 12.04.18.
∙ Науковий семiнар “Київський семiнар з функцiонального аналiзу” Iнсти-
туту математики НАН України, 16.01.19.
∙ Науковий семiнар “Сучасний аналiз” кафедри математичного аналiзу та
теорiї ймовiрностей, Фiзико-математичний факультет, Нацiональний те-
хнiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iго-
ря Сiкорського”, 17.01.19.
Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 8 наукових
праць, у тому числi 5 статей у наукових фахових виданнях, що включенi до
мiжнародних наукометричних баз, 3 матерiали та тези доповiдей конференцiй.
Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, перелiку
умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних
джерел та додатку зi списком опублiкованих праць здобувача за темою дисер-
тацiї i наукових семiнарiв та конференцiй, на яких доповiдались отриманi ре-
зультати. Основний текст дисертацiї складає 131 сторiнку, список використаних
джерел має обсяг 7 сторiнок та складається з 60 найменувань.
Користуючись нагодою, автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику
Юрiю Вiкторовичу Богданському за наукове керiвництво роботою, цiннi заува-
ження при обговореннi результатiв та постiйну увагу.
ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ
У вступi до дисертацiї обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи,
сформульовано мету роботи, висвiтлено наукову новизну. Розглянуто структуру
роботи, а також наведено iнформацiю щодо апробацiї результатiв та публiкацiй
за темою дисертацiї.
У першому роздiлi проведено огляд робiт, що мають вiдношення до теми
дисертацiйного дослiдження. Наведено огляд класичних результатiв рiманової
геометрiї. Проведено огляд ряду сучасних робiт з рiманової геометрiї, присвя-
чених елiптичним рiвнянням на рiманових многовидах. Розглянуто диференцi-
йовнiсть мiр уздовж напрямкiв i уздовж векторних полiв.
5У другому роздiлi розглянуто нескiнченновимiрнi рiмановi многовиди. Рiма-
нiв многовидM визначається як сукупнiсть дiйсного гiльбертового многовиду
класу 𝐶2 з модельним простором 𝐻 i заданого на ньому метричного тензора
𝑔. Метричний тензор — гладке симетричне строго додатньо визначене тензорне
поле типу (2, 0): в кожнiй точцi 𝑝 ∈ M тензор 𝑔𝑝 є симетричним бiлiнiйним
обмеженим вiдображенням 𝑔𝑝 : 𝑇𝑝M × 𝑇𝑝M −→ R, для якого виконуються
умови:
∙ для будь-яких точки 𝑝 ∈M i карти (𝑈,𝜙) в точцi 𝑝 iснує таке 𝛿𝜙 > 0, що
для довiльних векторiв 𝜉1, 𝜉2 з простору 𝑇𝑝M :
𝑔𝑝(𝜉1, 𝜉2) = 𝑔𝑝(𝜉2, 𝜉1); 𝑔𝑝(𝜉1, 𝜉1) ⩾ 𝛿𝜙‖𝜉𝜙1 ‖2𝐻 ,
∙ для будь-яких областi 𝐺 вM i гладких векторних полiв X,Y на 𝐺:
функцiя аргумента 𝑞 𝑔𝑞(X𝑞,Y𝑞) належить класу 𝐶
1 на 𝐺.
Метричний тензор дозволяє визначити норму на дотичному просторi, а отже
i довжину кусково-гладкого шляху. Внутрiшня метрика 𝜌 на зв’язному рiмано-
вому многовидi визначається як iнфiмум довжин кусково-гладких кривих, що
поєднують вiдповiднi точки. При подальших дослiдженнях виникає потреба
наявностi метричної повноти многовиду за внутрiшньою метрикою. Наступна
властивiсть атласу многовиду забезпечує бажану повноту.
Означення 2.2. Атлас Ω = {(𝜙,𝑈𝜙)} (𝜙 : 𝑈𝜙 −→ 𝐻) будемо називати рiвномiр-
ним, якщо iснують такi 𝑟 > 0, 𝛿−, 𝛿+ > 0, що
1) для кожної точки 𝑝 ∈M iснує така карта (𝜙𝑝, 𝑈𝑝), що 𝜙𝑝(𝑈𝑝) ⊃ 𝐵𝑟(𝜙𝑝(𝑝)),
де 𝐵𝑟(𝜙𝑝(𝑝)) ≜ {𝑞 ∈ 𝐻 : ‖𝜙𝑝(𝑝)− 𝑞‖ < 𝑟}.
2) для кожних 𝑝 ∈ M , 𝑞 ∈ 𝑈𝑝, 𝜉 ∈ 𝑇𝑞M виконується 𝛿−‖𝜉𝜙𝑝‖2 ⩽ ‖𝜉‖2𝐻 ⩽
⩽ 𝛿+‖𝜉𝜙𝑝‖2 для карти (𝜙𝑝, 𝑈𝑝) з пункту 1).
Рiманiв многовид iз зафiксованим на ньому рiвномiрним атласом будемо на-
зивати рiвномiрним.
Твердження 2.1. Рiвномiрний рiманiв многовидM є метрично повним за вну-
трiшньою метрикою.
Проведено дослiдження узгодженостi внутрiшньої метрики i вихiдної топо-
логiї многовиду.
Твердження 2.2. НехайM — рiманiв многовид, 𝜌 — його внутрiшня метрика.
Тодi топологiя, породжена 𝜌, не слабша за вихiдну топологiюM .
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в кожнiй його точцi 𝑝 ∈ M iснують такi карта (𝜙,𝑈) та число 𝛿𝜙+ > 0, що
виконується умова
∀𝑞 ∈ 𝑈, 𝜉 ∈ 𝑇𝑞M : 𝑔𝑞(𝜉, 𝜉) ⩽ 𝛿𝜙+‖𝜉𝜙‖2𝐻 .
Тодi топологiя, породжена 𝜌, спiвпадає з вихiдною топологiєюM .
Зокрема умова твердження 2.3 виконується у випадку рiвномiрностi атласу
многовиду.
Дослiджено питання повноти дотичного простору 𝑇𝑝M . За рахунок строгої
додатностi метричного тензора, зi збiжностi (фундаментальностi) послiдовностi
векторiв в дотичному просторi 𝑇𝑝M випливає збiжнiсть (вiдповiдно, фундамен-
тальнiсть) вiдповiдної послiдовностi представлень векторiв в модельному про-
сторi 𝐻 . Для доведення оберненої iмплiкацiї, а отже i повноти простору 𝑇𝑝M ,
здається необхiдним вимагати наявнiсть додаткової властивостi, вже знайомої з
наведеного твердження 2.3.
Твердження 2.4. Нехай M — рiманiв многовид, для 𝑝 ∈ M iснують такi
карта (𝜙,𝑈) та число 𝛿𝜙+ > 0, що виконується умова:
∀𝑞 ∈ 𝑈, 𝜉 ∈ 𝑇𝑞M : 𝑔𝑞(𝜉, 𝜉) ⩽ 𝛿𝜙+‖𝜉𝜙‖2𝐻 .
Тодi дотичний простiр 𝑇𝑝M буде повним.
Умова твердження 2.4 виконується в кожнiй точцi у випадку виконання умови
рiвномiрностi.
Запропоновано конструкцiю косинуса кута мiж пiдпросторами гiльбер-
това простору, що узагальнює стереометричне поняття кута мiж площина-
ми/прямими.
Означення 2.3. Для пiдпросторiв 𝐴,𝐵 ̸= {0} гiльбертового простору 𝐻 покла-
демо
cos∡(𝐴,𝐵) ≜ max
{︃
inf
𝑦∈𝐵∖{0}
sup
𝑥∈𝐴∖{0}
cos∡(𝑥, 𝑦); inf
𝑥∈𝐴∖{0}
sup
𝑦∈𝐵∖{0}
cos∡(𝑥, 𝑦)
}︃
,
де cos∡(𝑥, 𝑦) = (𝑥,𝑦)‖𝑥‖·‖𝑦‖ — косинус кута мiж векторами 𝑥 i 𝑦.
Вiдмiчено певний зв’язок мiж введеним поняттям косинуса кута i розхилом
мiж пiдпросторами: для пiдпросторiв 𝐴,𝐵 однакової скiнченної (ко)розмiрностi
виконується
cos∡(𝐴,𝐵) = 1− 1
2
𝑑2(𝐴,𝐵),
7означення метрики 𝑑 дивитися, наприклад, в роботi Т. Като (1972).
Отримано ряд результатiв стосовно косинуса кута мiж пiдпросторами, якi в
подальшому використовуються для побудови нетривiальних прикладiв рiвно-
мiрного рiманового многовиду.
Лема 2.3. Нехай 𝐴 = {𝑛1, 𝑛2, . . . 𝑛𝑘}⊥, 𝐵 = {𝑚1,𝑚2, . . .𝑚𝑝}⊥ — пiдпростори
скiнченної корозмiрностi (𝑘 i 𝑝, вiдповiдно) в гiльбертовому просторi 𝐻 , при
чому 𝑘 ⩾ 𝑝 i {𝑛1, 𝑛2, . . . 𝑛𝑘}, {𝑚1,𝑚2, . . .𝑚𝑝} — ортонормованi системи. Тодi:
cos∡(𝐴,𝐵) = 𝜎min(
L
) =
√︀
𝜆min(
L*L),
де
L
=
⎛⎝(𝑛1,𝑚1) . . . (𝑛1,𝑚𝑝)... . . . ...
(𝑛𝑘,𝑚1) . . . (𝑛𝑘,𝑚𝑝)
⎞⎠ .
Зауваження 2.4. Для 𝐴,𝐵 — замкнених пiдпросторiв однакової скiнченної ко-
розмiрностi — виконується
cos∡(𝐴,𝐵) = inf
𝑦∈𝐵∖{0}
sup
𝑥∈𝐴∖{0}
cos∡(𝑥, 𝑦) = inf
𝑥∈𝐴∖{0}
sup
𝑦∈𝐵∖{0}
cos∡(𝑥, 𝑦).
Наслiдок 2.1. Нехай 𝐴 = {?˜?1, ?˜?2, . . . ?˜?𝑘}⊥, 𝐵 = {?˜?1, ?˜?2, . . . ?˜?𝑘}⊥ — пiдпросто-
ри однакової скiнченної корозмiрностi 𝑘 в 𝐻: {?˜?1, ?˜?2, . . . ?˜?𝑘} i {?˜?1, ?˜?2, . . . ?˜?𝑘}
— лiнiйно незалежнi системи. Тодi:
cos∡(𝐴,𝐵) ⩾ | det
̃︀L|
𝑘∏︀
𝑖=1
‖?˜?𝑖‖
𝑘∏︀
𝑖=1
‖?˜?𝑖‖
(︂
𝑘 − 1
𝑘2
)︂𝑘−1
2
,
де 00 (у випадку 𝑘 = 1) вважаємо за 1, а також:
̃︀L =
⎛⎝(?˜?1, ?˜?1) . . . (?˜?1, ?˜?𝑘)... . . . ...
(?˜?𝑘, ?˜?1) . . . (?˜?𝑘, ?˜?𝑘)
⎞⎠ .
Побудованi такi приклади рiвномiрного рiманового многовиду.
Теорема 2.1. Нехай 𝐻 — гiльбертовий простiр.M = {𝑥 ∈ 𝐻 : 𝐹1(𝑥) = 𝐹2(𝑥) =
= . . . = 𝐹𝑛(𝑥) = 0} — гладка (𝐹𝑖 — гладкi функцiонали, визначенi на 𝐻) поверхня
спiльного рiвня корозмiрностi 𝑛 ({grad𝐹1(𝑝),grad𝐹2(𝑝), . . .grad𝐹𝑛(𝑝)} — лi-
нiйно незалежна система в кожнiй точцi 𝑝 ∈M ). Нехай також iснують такi
8𝛿, 𝜀 > 0, що для будь-яких точок 𝑝, 𝑞 ∈M таких, що ‖𝑝− 𝑞‖ < 𝛿, виконується:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(grad𝐹1(𝑝),grad𝐹1(𝑞)) · · · (grad𝐹1(𝑝),grad𝐹𝑛(𝑞))... . . . ...
(grad𝐹𝑛(𝑝),grad𝐹1(𝑞)) · · · (grad𝐹𝑛(𝑝),grad𝐹𝑛(𝑞))
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑛∏︀
𝑖=1
‖grad𝐹𝑖(𝑝)‖
𝑛∏︀
𝑖=1
‖grad𝐹𝑖(𝑞)‖
⩾ 𝜀.
ТодiM — рiвномiрний рiманiв многовид.
Наслiдок 2.2. Нехай 𝐻 — гiльбертовий простiр.M = {𝑥 ∈ 𝐻 : 𝐹 (𝑥) = 0} —
поверхня рiвня корозмiрностi 1. Нехай функцiя 𝐹 — гладка класу 𝐶2, а також
iснують такi 𝐾,𝑀 > 0, що для всiх 𝑥 ∈ M , 𝑦 ∈ о.о.(M ), де о.о. — опукла
оболонка, виконується:
‖𝐹 ′(𝑥)‖ ⩾ 𝐾, ‖𝐹 ′′(𝑦)‖ ⩽𝑀.
ТодiM — рiвномiрний рiманiв многовид.
Наслiдок 2.3. Нехай 𝐻 — гiльбертовий простiр. M = {𝑥 ∈ 𝐻 : 𝐹1(𝑥) =
= 𝐹2(𝑥) = 0} — поверхня рiвня корозмiрностi 2 (grad𝐹1(𝑥),grad𝐹2(𝑥) — л.н.з).
Нехай функцiї 𝐹1, 𝐹2 — гладкi класу 𝐶2, а також iснують такi 𝐾,𝑀 > 0 i
𝐶 ∈ [0, 1), що для 𝑖 = 1, 2 i для всiх 𝑥 ∈M , 𝑦 ∈ о.о.(M ) виконується:
‖𝐹 ′𝑖 (𝑥)‖ ⩾ 𝐾, ‖𝐹 ′′𝑖 (𝑦)‖ ⩽𝑀,
|(grad𝐹1(𝑥),grad𝐹2(𝑥))|
‖grad𝐹1(𝑥)‖ · ‖grad𝐹2(𝑥)‖ ⩽ 𝐶.
ТодiM — рiвномiрний рiманiв многовид.
Теорема 2.2. Нехай 𝐻 — гiльбертовий простiр. 𝐷 ⊂ 𝐻 — область з гладкою
межею,M ≜ 𝜕𝐷, n — поле зовнiшнiх одиничних нормалей доM . Нехай iсну-
ють такi 𝛿, 𝜀 > 0, що для будь-яких точок 𝑝, 𝑞 ∈ M таких, що ‖𝑝 − 𝑞‖ < 𝛿,
виконується:
(n(𝑝),n(𝑞)) ⩾ 𝜀.
ТодiM — рiвномiрний рiманiв многовид.
Третiй роздiл присвячено лапласiану за мiрою i задачi Дiрiхле на його осно-
вi.
Наводяться позначення просторiв функцiоналiв i векторних полiв на
многовидi та його областi. Позначимо через 𝐶𝑏(M ) простiр всiх обме-
жених неперервних дiйсних функцiй на M , через 𝐶𝑏;𝑣(M ) простiр всiх
9неперервних обмежених векторних полiв на M , через 𝐶1𝑏 (M ) (вiдповiд-
но 𝐶1𝑏;𝑣(M )) простiр всiх функцiй 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(M ) (вiдповiдно всiх векторних
полiв X ∈ 𝐶𝑏;𝑣(M )), диференцiйовних в кожнiй точцi 𝑥 ∈ M з непе-
рервною i обмеженою на всьому M похiдною 𝑓 ′(·) (вiдповiдно X′(·)). Тут
𝑓 ′(𝑝) ∈ 𝑇 *𝑝M визначено формулою 𝑓 ′(𝑝) : 𝑇𝑝M ∋ Y𝑝 ↦−→ Y𝑝𝑓 ∈ R,
X′(𝑝) — лiнiйний оператор в 𝑇𝑝M , визначений формулою X′(𝑝) : Y𝑝 ↦−→
↦−→ ∇Y𝑝X, де ∇ — зв’язнiсть Левi–Чивiти наM .
Нехай 𝐺 — обмежена область вM з межею 𝑆 = 𝜕𝐺. Через 𝐶1(𝐺) позначи-
мо сукупнiсть всiх функцiй на 𝐺, що допускають продовження на весь M до
функцiй класу 𝐶1𝑏 (M ); через 𝐶10(𝐺) — сукупнiсть функцiй з 𝐶1(𝐺), носiї яких
не перетинаються з деякою 𝜀-межею 𝑆. Аналогiчно визначаємо
𝐶(𝐺) =
{︂
𝑓
⃒⃒
𝐺
⃒⃒⃒⃒
𝑓 ∈ 𝐶𝑏(M )
}︂
i 𝐶1𝑣 (𝐺) =
{︂
X
⃒⃒
𝐺
⃒⃒⃒⃒
X ∈ 𝐶1𝑏;𝑣(M )
}︂
.
Нехай 𝜎 — скiнченна невiд’ємна борелiвська мiра на M . Через 𝐿𝑝(𝐺) =
= 𝐿𝑝(𝐺, 𝜎) (1 ⩽ 𝑝 < ∞) позначимо простiр вимiрних функцiй на 𝐺, якi при
пiднесеннi до степеня 𝑝 є iнтегровними по вiдношенню до мiри 𝜎
⃒⃒
𝐺
.
Векторне поле X на M назвемо вимiрним, якщо iснує така послiдовнiсть
векторних полiв X𝑚 ∈ 𝐶𝑏;𝑣(M ), що збiгається до X майже всюди (‖X𝑚(·) −
−X(·)‖ −→ 0 (mod𝜎)).
Означення 3.3. Для 1 ⩽ 𝑝 < ∞ будемо казати, що вимiрне векторне поле X
наM iнтегровне зi степенем 𝑝, тобто належить простору 𝐿𝑝𝑣(M ) = 𝐿𝑝𝑣(M , 𝜎),
якщо iснує така послiдовнiсть векторних полiв X𝑚 ∈ 𝐶𝑏;𝑣(M ), що збiгається
до X майже всюди i виконується
lim
𝑚→∞
∫︁
M
‖X𝑚(·)−X(·)‖𝑝 𝑑𝜎 = 0.
Векторнi поля з 𝐿1𝑣(M ) = 𝐿1𝑣(M , 𝜎) i 𝐿2𝑣(M ) = 𝐿2𝑣(M , 𝜎) назвемо, вiдповiд-
но, iнтегровними i iнтегровними з квадратом.
Доведено критерiй iнтегровностi векторного поля зi степенем 𝑝.
Теорема 3.1. Нехай 1 ⩽ 𝑝 < ∞. Для того, щоб вимiрне векторне поле X
на M належало 𝐿𝑝𝑣(M , 𝜎), необхiдно i достатньо, щоб простору 𝐿𝑝(M , 𝜎)
належала функцiя ‖X(·)‖.
Скалярний добуток в 𝐿2𝑣(M ) задаємо формулою:
(X,Y) =
∫︁
M
(X(·),Y(·))(·) 𝑑𝜎 =
∫︁
M
𝑔(·)(X(·),Y(·)) 𝑑𝜎,
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а вiдповiдну норму X позначимо символом
X.
Для векторного поля X ∈ 𝐿𝑝𝑣(M ) вiдповiдно норму позначимо
X𝑝 ≜
⎛⎝∫︁
M
‖X(·)‖𝑝 𝑑𝜎
⎞⎠ 1𝑝 .
Доведено повноту простору 𝐿𝑝𝑣(M ) за нормою  · 𝑝.
Теорема 3.2. Для будь-якого 𝑝 : 1 ⩽ 𝑝 < ∞ векторний простiр 𝐿𝑝𝑣(M ) є
повним.
Розглядається (нескiнченновимiрний) рiманiв многовидM з модельним про-
стором 𝐻 i основним тензором 𝑔. 𝜎 — скiнченна невiд’ємна борелiвська мiра
на M . Вважаємо, що атлас многовиду M є рiвномiрним, що гарантує його
метричну повноту, а також повноту просторiв 𝐿𝑝𝑣(M , 𝜎).
Вважаємо, що мiра 𝜎 має повний носiй (для кожної непустої вiдкритої мно-
жини 𝑈 ⊂ M виконана нерiвнiсть 𝜎(𝑈) > 0), завдяки чому iз рiвностi 𝑢 =
= 𝑣 (mod𝜎) (тут 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1𝑏 (M )) випливає рiвнiсть grad𝑢 = grad 𝑣 (mod𝜎).
Тим самим коректно визначено оператор
grad = gradM : 𝐿
2(M ) ⊃ 𝐶1𝑏 (M ) ∋ 𝑢 ↦−→ grad𝑢 ∈ 𝐿2𝑣(M ).
Оскiльки 𝐶1𝑏 (M ) щiльно в 𝐿2(M ), коректно визначено оператор
div = −(grad)* : 𝐿2𝑣(M ) −→ 𝐿2(M ).
У випадку, коли grad допускає замикання, лапласiан (за мiрою 𝜎) на M
визначено формулою
∆ = div ∘grad,
де ∆ — самоспряжений оператор в 𝐿2(M ).
Нехай межа 𝑆 обмеженої областi 𝐺 ⊂M є гладким вкладеним вM пiдмно-
говидом корозмiрностi 1, а поле зовнiшньої нормалi межi 𝑆 може бути продов-
жено до векторного поля n ∈ 𝐶1𝑏;𝑣(M ).
У тому випадку, коли мiра 𝜎 диференцiйовна вздовж поля n в сильному сенсi,
говоримо про “узгодженiсть 𝑆 з мiрою 𝜎”. При узгодженостi мiри 𝜎 з поверх-
нiстю 𝑆 = 𝜕𝐺 на 𝑆 iндукується поверхнева мiра 𝜏 .
Оператор
grad𝐺 : 𝐿
2(𝐺) ⊃ 𝐶1(𝐺) ∋ 𝑢 ↦−→ grad𝑢 ∈ 𝐿2𝑣(𝐺)
є щiльно визначеним, оскiльки виконується наступне твердження.
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Твердження 3.3. Нехай 𝐺 – область в M така, що 𝜎(𝜕𝐺) = 0. Тодi 𝐶10(𝐺)
щiльно в 𝐿2(𝐺).
У випадку, якщо оператор grad𝐺 допускає замикання, а div𝜎 n — логарифмi-
чна похiдна мiри 𝜎 вздовж векторного поля n — лежить в 𝐿∞(M ), є коректною
побудова оператора слiду
𝛾 : 𝐿2(𝐺) −→ 𝐿2(𝑆) = 𝐿2(𝑆, 𝜏)
з областю визначенняD (grad𝐺), який для функцiй 𝑢 ∈ 𝐶1(𝐺) спiвпадає з опе-
ратором обмеження: 𝑢 ↦→ 𝑢⃒⃒
𝑆
. Оператор 𝛾 є обмеженим оператором iз банахова
в нормi графiка просторуD (grad𝐺) в 𝐿2(𝑆, 𝜏).
Оператор div𝐺 : 𝐿2𝑣(𝐺) −→ 𝐿2(𝐺) введемо формулою
div𝐺 ≜ −
⎛⎝grad𝐺
⃒⃒⃒⃒
⃒
Ker 𝛾
⎞⎠* .
Лапласiан — оператор ∆𝐺 : 𝐿2(𝐺) −→ 𝐿2(𝐺) — визначимо формулою: ∆𝐺 ≜
≜ div𝐺 ∘grad𝐺; ∆𝐺 є щiльно визначеним, оскiльки вiн є розширенням само-
спряженого оператора − (︀grad𝐺)︀* grad𝐺.
Важливою частиною третього роздiлу є побудова прикладу рiманового мно-
говиду, на якому виконуються всi припущення, що використовуються при побу-
довi операторiв grad, div𝐺 i ∆𝐺. Приклад такого многовиду будується в якостi
поверхнi в гiльбертовому просторi.
Теорема 3.3. Нехай 𝐷 — обмежена область в сепарабельному гiльбертовому
просторi 𝐻 ,N ∈ 𝐶1𝑏;𝑣(𝐻) — векторне поле в 𝐻 , яке є продовженням поля зовнi-
шньої одиничної нормалi до межiM = 𝜕𝐷 областi 𝐷, хай виконується умова
теореми 2.2, 𝜇 — борелiвська скiнченна (невiд’ємна) диференцiйовна вздовж
поля N мiра в 𝐻 , 𝜇 має повний носiй, div𝜇N ∈ 𝐿∞(𝐻), 𝜎 — мiра на M , iн-
дукована мiрою 𝜇. Нехай також оператор grad : 𝐿2(𝐻) ⊃ 𝐶1𝑏 (𝐻) −→ 𝐿2𝑣(𝐻)
допускає замикання. Тодi iндукований наM оператор
gradM : 𝐿
2(M , 𝜎) ⊃ 𝐶1𝑏 (M ) ∋ 𝑢 ↦−→ gradM 𝑢 ∈ 𝐿2𝑣(M , 𝜎)
є коректно визначеним i допускає замикання.
Вiдмiтимо, що умови на мiру 𝜇, що накладаються в теоремi 3.3, можуть
бути реалiзованими. Побудова такої мiри проводиться, наприклад, в роботi
Ю.В. Богданського (2014) як згладження спецiальним чином вздовж поля N
гаусової мiри, кореляцiйний оператор якої має щiльний образ в 𝐻 .
Доведена коректнiсть задачi Дiрiхле в областi рiманового многовиду при ви-
конаннi деяких технiчних умов.
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Теорема 3.4. При виконаннi технiчних умов
а) векторне поле n є повним i мiра 𝜎 диференцiйовна вздовж поля n (узго-
дженнiсть 𝑆 i 𝜎);
б) div𝜎 n ∈ 𝐿∞(M );
в) оператор grad𝐺 допускає замикання;
задача
∆𝐺𝑢− 𝑎 · 𝑢 = 𝑓,
𝛾(𝑢) = 𝜙
в областi 𝐺 рiманового многовидуM має, i притому єдиний, розв’язок.
При побудовi модельного прикладу рiманового многовиду будувалася мiра 𝜎
на M така, що оператор gradM допускає замикання. Виконавши процедуру
згладження, ми отримаємо мiру, що задовольняє умови а), б). Залишається для
такої мiри довести умову в), що i зроблено в наступнiй теоремi.
Теорема 3.5. НехайM — рiманiв многовид класу 𝐶2, 𝜎 — скiнченна борелiвська
мiра наM з повним носiєм, оператор grad = gradM : 𝐿2(M , 𝜎) ⊃ 𝐶1𝑏 (M ) ∋
∋ 𝑢 ↦−→ grad𝑢 ∈ 𝐿2𝑣(M , 𝜎) допускає замикання. 𝐺 — обмежена область вM ,
межа якої узгоджена з мiрою 𝜎, i для вiдповiдного векторного поля n ∈ 𝐶1𝑏 (M )
(продовження поля одиничної зовнiшньої нормалi до 𝑆 = 𝜕𝐺) div𝜎 n ∈ 𝐿∞(𝜎).
Для 𝑢 ∈ 𝐶1(𝐺) покладемо grad𝐺 𝑢 = (grad ?˜?)
⃒⃒
𝐺
(?˜? ∈ 𝐶1𝑏 (M ) — продовження 𝑢
наM ). Тодi оператор grad𝐺 : 𝐿2(𝐺;𝜎) ⊃ 𝐶1(𝐺) ∋ 𝑢 ↦−→ grad𝐺 𝑢 ∈ 𝐿2𝑣(𝐺;𝜎)
допускає замикання.
У четвертому роздiлi дослiджується дифеоморфне вiдображення мiж нескiн-
ченновимiрними рiмановими многовидами з рiвномiрними атласами як спосiб
розширення класу коректних крайових задач.
В цьому роздiлi M 1 i M 2 — сепарабельнi рiмановi многовиди класу 𝐶2 з
рiвномiрними атласами Ω1 i Ω2, вiдповiдно; 𝐹 : M 1 −→ M 2 — обмежений
дифеоморфiзм мiж ними, тобто, iснує таке 𝐾 > 0, що ‖𝐹 ′(𝑝)‖, ‖(𝐹−1)′(𝑞)‖ ⩽ 𝐾
для всiх 𝑝 ∈ M 1, 𝑞 ∈ M 2; 𝐺1 — область в M 1 з гладкою межею 𝑆1 = 𝜕𝐺1,
𝐺2 ≜ 𝐹 (𝐺1), 𝑆2 ≜ 𝜕𝐺2 = 𝐹 (𝑆1); 𝜇1 — скiнченна борелiвська мiра наM 1.
Означення 4.1. Векторне поле Z ∈ 𝐶1𝑏;𝑣(M ) будемо називати строго транс-
версальним до 𝑆, якщо iснує 𝛿 > 0 таке, що для кожної точки 𝑝 ∈ 𝑆 виконується
𝑑(Z(𝑝), 𝑇𝑝𝑆) ⩾ 𝛿 (тут 𝑑(Z(𝑝), 𝑇𝑝𝑆) = inf
{︁
‖Z(𝑝)− 𝜉‖
⃒⃒⃒
𝜉 ∈ 𝑇𝑝𝑆
}︁
).
Лема 4.1. Нехай n1 ∈ 𝐶1𝑏;𝑣(M 1) — строго трансверсальне до 𝑆1 векторне поле.
Тодi векторне поле n2(·) = 𝐹 ′(𝐹−1(·))n1(𝐹−1(·)) строго трансверсальне до 𝑆2.
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Лема 4.2. Нехай grad𝐺1 коректно заданий (мiра 𝜇1 має повний носiй) i допу-
скає замикання в 𝐿2(𝐺1;𝜇1); для 𝐴 ∈ B (M 2) 𝜇2(𝐴) ≜ 𝜇1(𝐹−1(𝐴)). Також
grad𝐺1 𝑓 = 0 (mod𝜇1)⇔ 𝑓 = const (mod𝜇1).
Тодi оператор grad𝐺2 також коректно заданий i допускає замикання в
𝐿2(𝐺2;𝜇2) i
grad𝐺2 𝑓 = 0 (mod𝜇2)⇔ 𝑓 = const (mod𝜇2).
Лема 4.3. Для векторного поля n2(·) = 𝐹 ′(𝐹−1(·))n1(𝐹−1(·)) i мiри 𝜇2(𝐴) =
= 𝜇1(𝐹
−1(𝐴)) виконується
div𝜇2 n2 = (div𝜇1 n1) ∘ 𝐹−1.
Наслiдок 4.1. Якщо div𝜇1 n1
⃒⃒⃒
𝐺1
∈ 𝐿∞(𝐺1), то div𝜇2 n2
⃒⃒⃒
𝐺2
∈ 𝐿∞(𝐺2).
Вiдповiдно до леми 4.2 i наслiдку 4.1, з умов, що дозволяють коректно ви-
значити граничний оператор слiду 𝛾1
𝛾1 :D (grad𝐺1) −→ 𝐿2(𝑆1) = 𝐿2(𝑆1; 𝜏1),
(𝜏1 — поверхнева мiра, породжена мiрою 𝜇1) тобто, з iснування замикання опе-
ратора grad𝐺1 i умови div𝜇1 n1
⃒⃒⃒
𝐺1
∈ 𝐿∞(𝐺1), випливають аналогiчнi умови, що
дозволяють визначити граничний оператор слiду 𝛾2
𝛾2 :D (grad𝐺2) −→ 𝐿2(𝑆2) = 𝐿2(𝑆2; 𝜏2),
де 𝜏2 — поверхнева мiра, породжена мiрою 𝜇2.
Оператори 𝛾1 i 𝛾2 пов’язанi наступним чином.
Твердження 4.2. Нехай 𝑢 ∈D (grad𝐺1). Тодi 𝑢 ∘ 𝐹−1 ∈D (grad𝐺2) i
𝛾2(𝑢 ∘ 𝐹−1) = 𝛾1(𝑢) ∘ 𝐹−1.
Iснування граничних операторiв слiду дозволяє побудувати дивергенцiї за
мiрою вже описаним в третьому роздiлi способом
div𝐺1 ≜ −
⎛⎝grad𝐺1
⃒⃒⃒⃒
⃒
Ker 𝛾1
⎞⎠* ; div𝐺2 ≜ −
⎛⎝grad𝐺2
⃒⃒⃒⃒
⃒
Ker 𝛾2
⎞⎠* .
Наступна лема встановлює зв’язок мiж операторами div𝐺1 i div𝐺2.
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Лема 4.4. Нехай Z1 ∈ D (div𝐺1), Z2(·) = 𝐹 ′(𝐹−1(·))Z1(𝐹−1(·)). Тодi Z2 ∈
∈D (div𝐺2) i
div𝐺2 Z2 = (div𝐺1 Z1) ∘ 𝐹−1.
Нехай grad𝐺1 допускає замикання i виконана умова div𝜇1 n1
⃒⃒⃒
𝐺1
∈ 𝐿∞(𝐺1), а
значить, коректно визначенi оператори grad𝐺1, 𝛾1 i div𝐺1. Завдяки лемам 4.1-4.2
i наслiдку 4.1, ми можемо стверджувати, що оператори grad𝐺2, 𝛾2 i div𝐺2 також
коректно визначенi. В такому разi справедлива наступна теорема.
Теорема 4.1. Функцiя 𝑢1 = 𝑢2 ∘ 𝐹 буде розв’язком задачi Дiрiхле
div𝐺1(𝑘 · grad𝐺1 𝑢)− 𝑎 · 𝑢 = 𝑓,
𝛾1(𝑢) = 𝜙
тодi i тiльки тодi коли 𝑢2 буде розв’язком наступної задачi, яку назвемо 𝐹 -
асоцiйованою з нею
div𝐺2
(︀
(𝑘 ∘ 𝐹−1) · 𝐹 ′(𝐹−1(·)) (︀𝐹 ′(𝐹−1(·)))︀* grad𝐺2 𝑢)︀− (𝑎 ∘ 𝐹−1) · 𝑢 = 𝑓 ∘ 𝐹−1,
𝛾2(𝑢) = 𝜙 ∘ 𝐹−1.
У прикладi 1 дослiдження певного класу крайових задач на областi в гiль-
бертовому просторi зводиться до задачi Дiрiхле спецiального типу. Покладемо
M 1 = M 2 = 𝐻 — гiльбертiв простiр; 𝐺2 ⊂ {𝑦 ∈ 𝐻 : 𝐾1 ⩽ ‖𝑦‖ ⩽ 𝐾2}
(𝐾1, 𝐾2 > 0 — деякi константи) — обмежена та вiддiлена вiд нуля область в 𝐻
з гладкою межею 𝑆2 = 𝜕𝐺2; ℎ ∈ 𝐿2(𝐺2); 𝑘 ∈ 𝐶1(𝐺2); 𝑎 ∈ 𝐶(𝐺2); 𝑘(𝑦) ⩾ 𝛿 > 0;
𝑎(𝑦) ⩾ 𝛼 > 0; 𝜙 ∈ Im 𝛾2.
Теорема 4.2. Функцiя 𝑢(𝑦) = 𝑢2(𝑦) буде розв’язком задачi
div𝐺2
(︁
𝑘(𝑦)
(︁
‖𝑦‖2 grad𝐺2 𝑢(𝑦) + 𝛽(grad𝐺2 𝑢(𝑦), 𝑦)𝑦
)︁)︁
− 𝑎(𝑦)𝑢(𝑦) = ℎ(𝑦),
де 𝛽 > −1, з крайовою умовою
𝛾2(𝑢) = 𝜙
на областi 𝐺2 тодi i тiльки тодi коли функцiя 𝑢(𝑥) = 𝑢1(𝑥) ≜ 𝑢2(𝐹 (𝑥)) буде
розв’язком наступної задачi Дiрiхле на областi 𝐺1 = 𝐹−1(𝐺2):
div𝐺1
(︁
(𝑘 ∘ 𝐹 ) ‖·‖2 grad𝐺1 𝑢
)︁
− (𝑎 ∘ 𝐹 )𝑢 = ℎ ∘ 𝐹,
𝛾1(𝑢) = 𝜙 ∘ 𝐹,
де 𝐹 (𝑥) = ‖𝑥‖
√
1+𝛽−1𝑥.
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В прикладi 2 отримана крайова задача, асоцiйована зi стереографiчною про-
екцiєю сфери, таким чином, проiлюстрована робота методу дифеоморфiзмiв на
рiманових многовидах, якi не є областями в гiльбертовому просторi.
Нехай 𝐻 — сепарабельний гiльбертiв простiр, {𝑒1, 𝑒2, . . . 𝑒𝑛, . . .} — його ор-
тонормований базис; 𝐻1 = л.о.{𝑒2, . . . 𝑒𝑛, . . .} — пiдпростiр 𝐻 корозмiрностi 1:
𝐻 = 𝐻1 ⊕ л.о.{𝑒1} ≃ 𝐻1 ⊕ R; 𝜙(𝑥) = 𝑥 − (𝑥, 𝑒1)𝑒1 — ортопроектор на 𝐻1;
M = {𝑥 ∈ 𝐻 : ‖𝑥 − 𝑒1‖ = 1, ‖𝜙(𝑥)‖ < 𝛼 < 1, (𝑥 − 𝑒1, 𝑒1) < 0} — частина
нижньої напiвсфери сфери 𝑆1 з центром в 𝑒1 радiуса 1 — рiманiв многовид з
рiвномiрним атласом, що складається з однiєї карти (𝜙,M ) (𝜙 :M → 𝜙(M ) =
= {𝑥 ∈ 𝐻1 : ‖𝑥‖ < 𝛼}) i основним тензором, iндукованим вкладеннямM ⊂ 𝐻 .
Теорема 4.3. Функцiя 𝑢(𝑞) = 𝑢1(𝑞) буде розв’язком наступної крайової задачi
на областi 𝐺2 ⊂ 𝐵1 в гiльбертовому просторi 𝐻1
div𝐺2
(︂
(4 + ‖𝑞‖2)2
16
grad𝐺2 𝑢(𝑞)−
−31152− 656‖𝑞‖
2 + 76‖𝑞‖4 + 3‖𝑞‖6
256(4− ‖𝑞‖2)2 (grad𝐺2 𝑢(𝑞), 𝑞)𝑞
)︂
− 𝑎(𝑞)𝑢(𝑞) = 𝑓(𝑞),
𝛾2(𝑢) = 𝜙,
де 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺2); 𝑎 ∈ 𝐶(𝐺2); 𝑎(𝑞) ⩾ 𝛼 > 0;𝜙 ∈ Im 𝛾2,
в тому i тiльки тому випадку, коли функцiя 𝑢(𝑝) = 𝑢2(𝑝) ≜ 𝑢1(𝐹 (𝑝)) буде
розв’язком наступної задачi Дiрiхле на областi 𝐺1 = 𝐹−1(𝐺2) на рiмановому
многовидiM :
∆𝐺1𝑢− (𝑎 ∘ 𝐹 )𝑢 = 𝑓 ∘ 𝐹,
𝛾1(𝑢) = 𝜙 ∘ 𝐹.
ВИСНОВКИ
Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню крайових задач в областi на
нескiнченновимiрних рiманових многовидах. Основнi результати роботи:
1. Наведено нетривiальний приклад метрично повного нескiнченновимiрно-
го рiманового многовиду.
2. Одержано технiчнi умови на рiманiв многовид, за яких стає можливим
встановити коректнiсть певного класу задач Дiрiхле для рiвнянь з лапла-
сiаном за мiрою.
3. Побудовано нетривiальний приклад нескiнченновимiрного рiманового
многовиду, що реалiзує всi технiчнi умови, використанi при побудовi
лапласiана в 𝐿2-версiї та доведеннi коректностi задачi Дiрiхле.
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4. Дослiджено перетворення задачi Дiрiхле спецiального типу при дифео-
морфному вiдображеннi мiж рiмановими многовидами.
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АНОТАЦIЯ
Потапенко О.Ю. Крайовi задачi на нескiнченновимiрних многовидах —
На правах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.01 — “Математичний аналiз” — Нацiональний те-
хнiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сi-
корського”, МОН України, Київ, 2019.
Дисертацiя присвячена побудовi i дослiдженню крайових задач в областi на
нескiнченновимiрних многовидах i просторах.
Запропонована умова рiвномiрностi атласу рiманового многовиду, виконання
якої дозволяє довести метричну повноту многовиду за внутрiшньою метрикою.
Доведено, що при виконаннi певних додаткових умов, якi, зокрема, виконую-
ться при умовi рiвномiрностi атласу, внутрiшня метрика є узгодженою з вихi-
дною топологiєю многовиду. Показано, що при виконаннi певних умов межа
областi та поверхня сумiсного рiвня функцiй в гiльбертовому просторi є рiма-
новими многовидами з рiвномiрними атласами.
Запропоновано 𝐿2-версiю лапласiана за мiрою на (нескiнченновимiрному) рi-
мановому многовидi. Наведено модельний приклад рiвномiрного рiманового
многовиду, для якого реалiзуються всi умови, використанi при побудовi уве-
деного лапласiана i при доведеннi коректностi задач Дiрiхле певного класу.
Дослiджено дифеоморфне вiдображення мiж нескiнченновимiрними рiмано-
вими многовидами з рiвномiрними атласами як спосiб розширення класу коре-
ктних крайових задач. Наведено два приклади використання методу дифеомор-
фiзмiв.
Ключовi слова: гiльбертiв простiр, рiманiв многовид, борелiвська мiра, ди-
ференцiювання мiр, оператор Лапласа, задача Дiрiхле.
АННОТАЦИЯ
Потапенко А.Ю. Краевые задачи на бесконечномерных многообразиях —
На правах рукописи.
Диссертация на соискание научной степени кандидата физико-математических
наук по специальности 01.01.01 — “Математический анализ” — Национальный
технический университет Украины “Киевский политехнический институт
имени Игоря Сикорского”, МОН Украины, Киев, 2019.
Диссертация посвящена построению и исследованию краевых задач в обла-
сти на бесконечномерных многообразиях и пространствах.
Предложено условие равномерности атласа риманова многообразия, выпол-
нение которого позволяет доказать метрическую полноту многообразия по
внутренней метрике. Доказано, что при выполнении некоторых дополнитель-
ных условий, которые, в том числе, выполняются в случае равномерности
атласа, внутренняя метрика согласована с исходной топологией многообра-
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зия. Показано, что при выполнении некоторых условий граница области и
поверхность совместного уровня в гильбертовом пространстве есть римановы
многообразия с равномерными атласами.
Предложена 𝐿2-версия лапласиана по мере на (бесконечномерном) римано-
вом многообразии. Приведен модельный пример равномерного риманова мно-
гообразия, для которого реализуются все условия, использованные при постро-
ении введеного лапласиана и при доказательстве корректности задач Дирихле
определённого класса.
Исследовано диффеоморфное отображение между бесконечномерными ри-
мановыми многообразиями с равномерными атласами как способ расширения
класса корректных краевых задач. Приведено два примера использования ме-
тода диффеоморфизмов.
Ключевые слова: гильбертово пространство, риманово многообразие, боре-
левская мера, дифференцирование мер, оператор Лапласа, задача Дирихле.
ABSTRACT
Potapenko O.Yu. Boundary value problems on infinite-dimensional manifolds —
Published in manuscript form.
PhD Thesis in specialty 01.01.01 “Mathematical Analysis” — National Technical
University of Ukraine “Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute”, MES of Ukraine,
Kyiv, 2019.
The thesis deals with constructing and studying boundary value problems in
domains in infinite-dimensional spaces and manifolds. Research of boundary value
problems with infinite-dimensional argument is one of the most important tasks of
functional analysis. One of the research subjects of functional analysis are infinite-
dimensional topological vector spaces, their mappings and relevant objects. Histori-
cally functional analysis emerged as a mean to research Fourier transformation, di-
fferential and integral equations. Starting from the second half of XX-th century
functional analysis expanded to include a range of new sections via generalizing
classical finite-dimensional theory results to infinite-dimensional case.
The main part of the thesis consists of an introduction, four sections, divided
into subsections, conclusions, list of references and an appendix with the list of the
author’s publications concerning the topic of the thesis and the scientific seminars
and conferences, at which the obtained results were reported.
The introduction grounds the relevance of the research topic, gives short historical
review of its state, formulates the purpose and tasks of the research, indicates the
scientific novelty and also points out where the results of the dissertation have been
discussed and published.
Section 1 provides review of works, which are relevant to the topic of the di-
ssertation research. A review of classical results of Riemannian geometry, that relate
to the subject of research, is given, i.e., definition of a Riemannian manifold, metric
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tensor existence, Riemannian connection, Levi–Civita connection and completeness
of a Riemannian manifold. A number of modern papers on Riemannian geometry,
that consider elliptical equations on Riemannian manifolds, is reviewed. Fomin and
Skorokhod directional differentiabilities of measures, differentiabilty along vector
fields, are reviewed, connection between them is established.
Section 2 considers infinite-dimensional Riemannian manifolds. The construction
of internal metric is considered on a connected Riemannian manifold, i.e., infimum
of lengths of piecewise smooth curves that connect respective points. It is shown that
the topology of a connected Riemannian manifold, induced by the internal metric, is
not weaker than the original topology.
A condition of the atlas uniformity of a Riemannian manifold is proposed. It is
proved that a uniform Riemannian manifold is complete with respect to the internal
metric. It is shown that under some additional conditions, which hold in case of
a uniform atlas, internal metric is consistent with the original manifold’s topology.
Actually, the conditions needed to prove internal metric consistency, are weaker
than atlas uniformity, however due to the need for metric completeness, we expect
Riemannian manifolds uniformity later throughout the dissertation.
In order to give a non-trivial example, it is shown that, when some additional
conditions hold, a domain boundary and a joint function level surface are Riemannian
manifolds with uniform atlases.
In Section 3 𝐿2-version of Laplacian on an (infinite-dimensional) Riemannian
manifold is introduced. We prove the correctness of Dirichlet problem for equations
with the introduced Laplacian in a domain in a Riemannian manifold of a certain
class. Correctness is considered as existence and uniqueness of a problem’s solution.
A model example of a uniform Riemannian manifold, for which all the technical
conditions, used to prove correctness of the given Dirichlet problem, is given.
𝐿𝑝𝑣 vector fields spaces are introduced, in a similar fashion to the way that Bochner
integrability is built. Integral of an integrable vector field does not make sense unless
the manifold is embedded in a vector space. It is proved that a measurable vector
field belongs to 𝐿𝑝𝑣 if and only if its norm belongs to the corresponding 𝐿
𝑝 functional
space. 𝐿𝑝𝑣 completeness is proven. 𝐿
2
𝑣 is in particular used to construct the Laplacian.
Section 4 examines a diffeomorphic mapping between infinite-dimensional Ri-
emannian manifolds with uniform atlases, as a mean to extend the class of correct
boundary value problems.
Two examples are given to illustrate the diffeomorphisms method. The first
example proves correctness of a certain class of boundary value problems in a
domain in a Hilbert space. The second constructs a boundary value problem, associ-
ated with stereographical sphere projection, hence illustrating the diffeomorphisms
method on Riemannian manifolds that are not domains in a Hilbert space.
Keywords: Hilbert space, Riemannian manifold, Borel measure, differentiation of
measures, Laplace operator, Dirichlet problem.
